
Operatory w przestrzeniach Lp

Lista 2

Zad 1. Przypomnijmy, »e funkcja zespolona f : Ω→ C jest caªkowalna wzgl¦dem miary µ na Ω wtedy i
tylko wtedy, gdy funkcje rzeczywiste Re f : Ω→ R oraz Im f : Ω→ R s¡ caªkowalne, i wtedy kªadziemy∫

Ω

f dµ =

∫
Ω

Re f dµ+ i

∫
Ω

Im f dµ.

Pokaza¢, »e caªka zespolona jest C-liniowa oraz »e |
∫

Ω
f dµ| ≤

∫
Ω
|f | dµ.

Zad 2. Przypomnijmy, »e miar¡ zespolon¡ na przestrzeni mierzalnej (Ω,Σ) nazywamy σ-addytywn¡
funkcj¦ zbioru ν : Σ → C. Pokaza¢, »e dla ka»dej takiej miary ν(∅) = 0, oraz ν = ν1 + iν2, gdzie
ν1, ν2 : Σ→ R, to miary znakowe (ªadunki).

Zad 3 (Tw. Radona-Nikodyma dla miar zespolonych). Korzystaj¡c z klasycznego twierdzenia Radona-
Nikodyma (dla miar dodatnich) oraz rozkªadu Hahna-Jordana pokaza¢, »e miara zespolona ν : Σ→ C
jest absolutnie ci¡gªa wzgl¦dem miary µ : Σ → [0,+∞), tzn. ν(A) dla ka»dego A ∈ Σ takiego, »e
µ(A) = 0 ⇐⇒ istnieje funkcja f ∈ L1(µ) taka, »e ν(A) =

∫
A
f dµ dla ka»dego A ∈ Σ. Ponadto

• ν : Σ→ R jest ªadunkiem wtedy i tylko wtedy f funkcja rzeczywista (µ-p.w.)

• ν : Σ→ [0,∞) jest miar¡ wtedy i tylko wtedy f funkcja nieujemna (µ-p.w.)

Zad 4. Wyznacz norm¦ operatora A : `p → `p, p ∈ [1,∞), oraz operator sprz¦»ony A∗ : `q → `q, gdzie

a) Ax = (x(1), x(2), ..., x(n), 0, 0, ...) b) Ax = (x(1), x(3), x(5), x(7), ...)

c) Ax = (x(2), x(3), x(4), ...) d) Ax = (1
3
x(1), 1

32
x(2), ..., 1

3n
x(n), ...)

e) Ax = (2x(1), 9
4
x(2), ..., (n+1

n
)nx(n), ...)

Zad 5. Niech ϕ : Ω → Ω automor�zm przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ), tzn. ϕ jest odwracalnym odwzo-
rowaniem mierzalnym zachowuj¡cym miar¦. Pokaza¢, »e operatora kompozycji A : Lp(µ) → Lp(µ),
p ∈ [1,∞), Ax = x ◦ ϕ, jest odwracaln¡ izometri¡. Wyznaczy¢ operator sprz¦»ony do A.

Zad 6. Niech ϕ : [0, 1] → [0, 1] b¦dzie odwzorowaniem �trójk¡cik�, tzn. ϕ(t) = 1 − |2t − 1|. Pokaza¢,
»e operator kompozycji A : Lp[0, 1] → Lp[0, 1], p ∈ [1,∞), Ax = x ◦ ϕ, jest nieodwracaln¡ izometri¡.
Wyznaczy¢ operator sprz¦»ony do A.

Zad 7. Niech ϕ : [a, b] → [a, b] b¦dzie funkcj¡ kawaªkami monotoniczn¡ i ró»niczkowaln¡ w sposób
ci¡gªy, tzn. istnieje podziaª a = t0 < t1 < ... < tn+1 = b odcinka [a, b] taki, »e ϕi := ϕ|(ti,ti+1) jest ±ci±le
montoniczna i klasy C(1). Sprawdzi¢, czy operator sprz¦»ony do operatora kompozycji A : Lp[a, b] →
Lp[a, b], p ∈ [1,∞), Ax = x ◦ ϕ, jest dany wzorem

(A∗y)(t) =
n∑

i=0

y(ϕ−1
i (t))

|ϕ′(ϕ|−1
i (t))|

1ϕ(ti,ti+1)(t)

Zad 8. Pokaza¢, »e ka»da rzeczywista przestrze« Lp(µ), 1 ≤ p <∞, jest abstrakcyjn¡ przestrzeni¡ Lp

(a w szczególno±ci krat¡ Banacha).

Zad 9. Pokaza¢, »e ka»dej kracie Banacha mamy x ∧ y = −((−x) ∨ (−y)) = x+ y − x ∨ y.

Zad 10. Zbada¢, zbiezno±¢ ci¡gu operatorów An : X → Y , gdy

X Y A
a) `1 `1 Anx = (x(1), x(2), ..., x(n), 0, 0, ...)
b) `2 `2 Anx =

(
n+1
n
x(1), n+1

n
x(2)..., , n+1

n
x(n), x(n+ 1), x(n+ 2), ...

)
c) `1 Lp[0, 1], p ≥ 1, (Anx)(t) = x(n)
d) L2[0, 1] L1[0, 1] (Ax)(t) = (1− tn)x(t)


